Pendule elliptique
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L’axe de suspension d’un pendule est fixé sur un chariot pouvant se déplacer sans frottement sur un
plan horizontal. Ce probléme a été posé pour la premiere fois a la licence de mécanique de Besangon
en juillet 1912'. Eugene Fabry en a donné une magistrale correction dans “Problemes de mécanique
rationnelle. A P'usage des candidats anx certificats de licence et a l'agrégation. Paris: |. Hermann, 1915.*
Depuis, de nombreuses variantes de ce probleme ont vu le jour. C’est la méthode d’Eugéne Fabry
que j’ai adoptée et adaptée partiellement.

La masse du chariot, dont on suppose que les roues ont une masse négligeable, est M, celle du
pendule, supposé ponctuel 7 et la longueur du pendule O,C = /. Le centre de masse du systeme

ml
{Chariot, pendule} est en G a la distance de O, égaleaa = ——.
M+m
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Soit x(¢) la position du chariot. Les coordonnées de C et de sa vitesse sont :

—— ([ x. = x+1sin@ — | X = )'C+l(9'.COS(9
OC_{ ye = —lcosf WC_{ Yo [Gsin 6

Energie cinétique du systéme { Chariot, pendule} :
1 . 1 .
&= E(M +m)x* + mlx6cost + Emlzé’z
Energie potentielle du systéme { Chariot, pendule} :
&,=—mglcost
Le Lagrangien s’écrit :
p

1 . 1 .
b =8—8 =~-(M+m)i*+mliOcosO+-ml*G*+mgl cost
¢ 2 2

Equation de Lagrange par rapport A la variable x :

JL _

I, =

JL .

— = (m+M)x+mlBcosh
ax

d .

d—[(m +M)x +mlfcosf] =0
t

Suivant Eugene Fabry, on integre deux fois :

(m+M)x +mlsind =A+ Bt (1)

Eugene Fabry note que (1) aurait pu étre déduite du mouvement du centre de gravité de ’ensemble.
En effet, pour G, en projection sur I’horizontale (axe Ox), ona:

YF=mi;=0 , X5=7v, , Xg=75t+xg

En particulier, si v, =0, le centre de gravité du systeme {Chariot, pendule} est astreint a se déplacer
sur la verticale x = x .
La position de O, (notée x) et celle de G sont liées par la relation :

x:xG—asm@:vot+xGo—as1n<9

ml
En remplagant a par , on retrouve une expression identique a (1), ou il est facile d’identifier
AetB:
ml 0 ,
X =gt + x5 — +msm (1)

De (1) ou (1’) on en déduit : . )
i =a(6?sinf — G cosh)



Equation de Lagrange par rapport 4 la variable 8 :

1 . 1 .
L= E(M-I—m)fc+ml;’ct9cos&9+§mlz(92+mglcos§

oL _ [%6sin6 [sin6

2 = —mlx0sin@ —mglsin

JdL )

— = mlxcos@+ml*6

a0
d L ) .
—— = ml¥cosl—mlxOsinl+mi?*0
dr 94

5c'cos<9+l(§+gsin<9:0 )

En remplagant dans (2), & par son expression, on obtient I’équation différentielle en 4 :
a(0?sin 0 — G cosO)cos @+ 10 + g sin =0

B g sin@ +a6?sin 6 cosd

()

acos’@—1
On détermine la période des oscillations a partir de la conservation de I’énergie du systeme {Char-
iot, pendule}, en prenant comme conditions initiales : X, = 0,6 = 0 et dans ce cas : x = —af cosb.

1 . 1 .
&= §(M+m)5cz+mlfct9cos9+§mlz<92— mglcosO =—mglcost,

1 . . 1 .
E(M + m)a’6? cos® @ — mal 9 cos® O + 5m12(92 —mglcos§ =—mglcost,

ml

En remplagant a4 par et apres simplification :

78 cos@ — cos b,
T 1— L cos’ 0

| | 1——2—cos’f
d :‘/_ S — 17
! \J cos ) — cos b,
_ —Z- COS edﬁ
4 4
J cos@—cos@ ®

Ce dispositif est nommeé pendule elliptique, car son extrémité décrit une portion d’ellipse, ainsi que

tout point situé sur la droite joignant le point de suspension a I’extrémité du pendule. C’est un cas

analogue a celui rencontré dans le Probleme de mécanique du conconrs de ’Agrégation de 1848°.
Déterminons I’équation de cette ellipse. Nous connaissons les coordonnées de C :

xc = —asin@+/sinf
Yo = —lcos

Shttp://pstricks.blogspot.com/2012/02/probleme-de-mecanique-du-concours—de.html
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Ce sont bien les équations paramétriques d’une ellipse dont I’équation cartésienne s’écrit :

X2 2
T A
(—a+17? I?
M
Ennotant b = ——:
m+M
2 yz_l
ST

Il est intéressant de noter que les positions successives de la tige du pendule sont tangentes a une
courbe bien connue : une astroide. En effet, le point de suspension O, de la tige se déplace sur
’horizontale Ox, le point G sur la verticale (A) d’équation x = x, et la distance entre ces deux
points est constante et égale a a*. Déterminons ’équation de cette astroide.

L’équation générale du segment [O,G] s’écrit :

xsin@+ycosd —asinfcosd =0

0 est ’angle que fait la normale (OH) a [O,G] avec Ox.
Pour trouver I’enveloppe, dérivons par rapport a & cette équation et résolvons le systeme

xsin@+ycosd —asinf cost =0
xcos@ —ysinf —acos’O4asin’f = 0
On trouve les équations paramétriques de ’astroide :
x = acos’d
y = asin’f
3 0.6
0,
2 0.4
! H0.2
2N =
s o
g 0 B 0_0—-\
S 2
b F-0.2
2 F-0.4
3
q 1 > 3—06

*http://www.mathcurve.com/courbes2d/astroid/astroid. shtml
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T=3,07799s

La période ayant été déterminée, on peut maintenant calculer les images nécessaires a une animation
sur la durée d’une période.

2 Une animation

K<< ]>T5 [=Jow]+]



3 Les macros PStricks utilisées

\def\oscillateurtheta{(gp*sin(y0)+ai*y1~2xsin(y0)*cos(y0))/(ai*(cos(y0))~2-L0)}
\psRK[algebraic,plotpoints=1000] (0,3.08){\oscillateurtheta}
\listplot[linecolor=red,linewidth=0.025]{tabTheta aload pop}

\psRK calcule plusieurs tableaux de valeurs par la méthode de Runge-Kutta 4 a partir de ’équation
différentielle (3), en particulier /tabTheta qui contient les valeurs de () = [...t;0,...]. Ce
tableau permettra aussi de calculer les positions du chariot :

/tabtx [ % positions du chariot
0 2 tabTheta length 2 sub {/count exch def
/ti tabTheta count get def
/theta tabTheta count 1 add get def
/xi ai theta rad2deg sin mul neg def
b ti
xi
} for
1 def

Il faut déterminer, au préalable, la période des oscillations avec la commande :

\def\periode{4*sqrt (0.5*%L0/gp)*sqrt (1-ki*(cos(t))~2)/sqrt(cos(t)-cos(thetal))}
\psInt[algebraic] (0,thetai){\periode}
\rput(1.5,0){T=\psPrintValue{I}\hphantom{000000}s}

Toutes les données sont passées aux variables postscript dans :

\pstVerb{/Pi 3.1415926 def
/deg2rad {180 div Pi mul} def
/rad2deg {180 mul Pi div} def
/gp 9.8 def
/LO 1 def % en m
/theta0 150 deg2rad def 7, en degres
/thetapoint0 0 def
/xGO O def % CDG & t=0
/mp 5 def 9 masse du pendule
/Mc 5 def % masse du chariot
/ai mp LO mul mp Mc add div def % a=01G
/x0 xGO ai theta0 sin mul sub def
/yGO ai thetalO cos mul neg def
/ki mp mp Mc add div def
+h

Si on veut changer les conditions initiales, ce sont donc ces valeurs qu’il faudra modifier.
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